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今回の講義では（線型）部分空間と線型写像について扱った。部分空間については、まず前回の講義で扱った「一般

平面」を用いて定義し、さらに Spanの概念を取り扱った。線型写像については、今回はその導入部までである。

1 幾何学的（線型）部分空間

定義 1.1 (幾何学的（線型）部分空間). M ⊂ Rnが原点を含む平面であるとき、M を幾
何学的（線型）部分空間という。

定理 1.1. M が幾何学的（線型）部分空間である必要十分条件は、

1. 0 ∈ M

2. u, v ∈ M → u + v ∈ M

3. λ ∈ Ru ∈ M → λu ∈ M

を満たすことである。MをRnのベクトルの部分集合とみるとき、MをRnの線型部分空
間という。

定理 1.2 (線型部分空間と平面).

(1) U をRnの線型部分空間とし、a(∈ Rn)を定ベクトルとする。このとき F = a + U と
すると、F は aを通る平面である。

(2) F を任意のRnの平面とする。このとき線型部分空間UF が存在して、F = a + UF と
表示される。ただし、a ∈ F。このときUF は aの選び方によらず定まる。UF を平面
F の底空間という。

練習問題 1.1.

(1) U1, U2, . . . , Urを線型部分空間とする。このとき、
r∑

j=1

Uj = {u1 + u2 + · · · + ur | uj ∈ Uj (1 ≥ j ≥ r)}

は線型部分空間であることを示せ。

(2) {Uλ}λ∈Λを線型部分空間族とする。このとき∩λ∈ΛUλは線型部分空間であることを示せ。
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2 線型部分空間の生成

定理 2.1. D(⊂ Rn)を空でない集合とするとき、Dを含む最小の線型部分空間族が存在
する。

この最小の線型部分空間をDで生成される線型部分空間と呼び、Span(D)と記す。

補題 2.1. W をRnの線型部分空間とする。a1, a2, . . . , ar ∈ W に対して、

Span({a1, a2, . . . , ar}) = {
r∑

j=1

λjaj ∈ W | λ1, λ2, . . . , λr ∈ R}

が成立する。

3 線型写像

　

定義 3.1. 線型写像Rnを定義域としRmを値域とする写像 T : Rn → Rm が（初等）線
型写像であるとは、次の関係式（重ね合わせ原理）を満たすことを言う。{

T (a + b) = T (a) + T (b) for ∀a,∀b ∈ Rn, λ ∈ R
T (λa) = λT (a) for ∀a ∈ R, λ ∈ R

　

定理 3.1. （初等）線型写像の性質

(1) T (0n) = 0m

(2) T (
∑r

j=1 λjvj) =
∑r

j=1 λjT (vj) (λ1, λ2, . . . , λr ∈ R, v1, v2, . . . , vr ∈ Rn)

記録　 N.S.
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